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3.6 Equivaléncia entre Conjuntos Regulares e Autématos
Finitos
A presente se¢io examina a equivaléncia entre as gramaticas lineares & direita e os auto-

matos finitos, quando considerados como alternativas para a representacao de linguagens
regulares. Tais equivaléncias estao representadas com destaque na Figura 3.31.

Conjuntos regulares

Gramaticas lineares Autdématos
a direita - T finitos

Figura 3.31. Equivaléncia dos formalismos — parte 3

Apresenta-se, em seguida, um algoritmo que permite a construcdo sistemética de
automatos finitos ndo-deterministicos diretamente a partir de expressoes regulares quais-
quer.

Teorema 3.11 (Expressoes regulares = autdmatos finitos) Seja r uma expres-
sao regular sobre o alfabeto X. Entdo existe um autdmato finito M que aceita a linguagem
definida por .

Justificativa O autdémato finito nao-deterministico que aceita a linguagem definida por
r pode ser obtido através da aplicagdo do Algoritmo 3.16, que especifica as regras de
mapeamento parciais que abrangem casos triviais de sentencas (itens 1, 2 e 3) e cada
um dos operadores de unido (4), concatenacao (5) e fechamento (6), conforme a propria
defini¢do das expressdes regulares.

Algoritmo 3.16 (Expressao regular = autémato) Obtenc¢do de um autémato fi-
nito a partir de uma expressio regular.

e Entrada: uma expressao regular r sobre um alfabeto 3;
e Saida: um automato finito M tal que L(M) = r;

e Método:

1. r=ce¢

r é aceita por:

Figura 3.32. Autémato que aceita €
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2. r=g

r é aceita por:

-0 0O

Figura 3.33. Automato que aceita @

3. r=0g,0€X

r é aceita por:
Figura 3.34. Autémato que aceita o

4. rg=r1|re, com L(My)=1r e L(M2) =1y

r3 & aceita por:

Figura 3.35. Autdmato que aceita r1 | r2

As cadeias aceitas por Mz correspondem aquelas que sdo aceitas por M; e
também aquelas que sdo aceitas por M. Logo, L(M3) = L(My) U L(My).

5. rg=rire, com L(My) =1 e L(Mz) =1y

r3 & aceita por:
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Figura 3.36. Automato que aceita 7172

As cadeias aceitas por M3 correspondem aquelas cujos prefixos sejam cadeias
aceitas por M; e cujos sufixos sejam cadeias que sejas aceitas por M. Logo,
L(Ms) = L(M;)L(M>).

6. r3=ry, com L(My)=n

r3 é aceita por:

Figura 3.37. Autdmato que aceita r{

M3 aceita a cadeia vazia e também a concatenagao, em ntimero arbitrario de
vezes, de quaisquer cadeias que sdo aceitas por M;. Logo, L(M3) = L(My)*.

Adicionalmente, valem as seguintes regras para os automatos M; e My represen-
tados nos casos (4), (5) e (6):

— Os estados originalmente finais desses autdématos tornam-se nao-finais na
composicdo e se comportam apenas como estados de saida do autéomato;

— Convenciona-se que a entrada dos mesmos é pelo lado esquerdo e a saida
pelo lado direito das respectivas figuras.

Exemplo 3.39 Considere-se a expressdo regular ab™ | c. E possivel identificar, nessa expressdo, as
seguintes linguagens triviais: L1 = a, Lo = b, L3 = ¢. Portanto, L1 = L1(My), M1 =
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(0)——(2)

Figura 3.38. Autdmato que aceita a

Ly = Ly(M2), My =

Figura 3.39. Automato que aceita b

L3 = L3(Ms), M5 =

Figura 3.40. Autdbmato que aceita ¢

Seja Ly = b" = L5. Entdo, Ly = L4(Ms) com My igual a:

Figura 3.41. Autdmato que aceita b*

Ls = ab* = L1 Ls. Entdo, Ls = Ls(Ms) com Ms igual a:
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Figura 3.42. Autémato que aceita ab”

Finalmente, Ls = ab* | ¢ = Ls U L3 = Le(Ms) com Mg igual a:

Figura 3.43. Autdmato que aceita ab* | ¢

Como se pode observar, o autdmato assim construido apresenta uma quantidade desnecessa-
riamente grande de estados, além de diversas transicdes em vazio. Este fenémeno, comum quando se
aplicam métodos candnicos de construcido de autdématos, pode ser contornado através da aplicacio
dos algoritmos de eliminacdo de transicdes em vazio e de estados inacessiveis, além da aplicaco de
algoritmos de minimizacg8o, assunto da Secdo 3.7. O autdmato da Figura 3.44 corresponde a uma
versio equivalente, porém mais compacta, ao autdbmato Mg anteriormente obtido.
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Figura 3.44. Outro autdmato que aceita ab™ | ¢
O

E comum se considerar uma simplificacao do autémato apresentado na Figura 3.37,
no qual, ao invés de quatro novos estados, sao criados apenas dois novos estados, como
ilustrado na Figura 3.45.

Figura 3.45. Autdmato alternativo que aceita r{

Assim como no caso dos autématos apresentados nas Figuras 3.35 e 3.36, o automato
da Figura 3.37 preserva as fungoes de transicao dos autdématos originais inalteradas. O
automato da Figura 3.45, por outro lado, exige o acréscimo de uma transicao em vazio
do (entao) estado final para o (entdo) estado inicial do autéomato original, porém produz
resultados equivalentes aos obtidos com o autémato da Figura 3.37.

Exemplo 3.40
O autdmato da Figura 3.46 reconhece a linguagem gerada pela express3o regular a*b".



3 Linguagens Regulares 221

Figura 3.46. Automato que reconhece a*b"

O

Um grafo de expressoes é uma miquina de estados na qual as transicoes entre
os estados sdo rotuladas por expressoes regulares construidas sobre um mesmo alfabeto
3. Formalmente:

N=(Q,%,¢,q,F)

em que:
e (),%, qo e F sao definidos como no caso dos autématos finitos;

e & : Q x ERy — 29, onde ERy, representa o conjunto de todas as expressoes
regulares que podem ser definidas sobre o alfabeto 3.

Note-se que todo autémato finito é, por defini¢do, um caso particular de um grafo
de expressoes em que as expressoes regulares entre os estados sao reduzidas aos casos
elementares 0, e e .

De forma similar ao caso do automato finito, define-se a linguagem aceita por um
grafo de expressoes como sendo aquela que é gerada pela unido de todas as expressoes
regulares que podem ser obtidas pela concatenagao das expressoes regulares que rotulam
algum caminho entre o estado inicial e algum estado final do grafo.

A obtencao sistemética de uma expressao regular que gera linguagem aceita por um
automato finito pode ser feita através de um método que elimina, um a um, todos os
estados do autdmato que nao sejam o inicial ou o final. Como decorréncia da elimina-
cao desses estados, as transi¢oes originais sao substituidas por expressoes regulares que
preservam a linguagem aceita pelo dispositivo, e o correspondente autémato torna-se,
finalmente, um grafo de expressoes com apenas dois estados.

Teorema 3.12 (Expressoes regulares <= autématos finitos) Seja M wm autd-

mato finito. Entao existe uma expressdo regular r que gera a linguagem aceita por
M.

Justificativa A expressdo regular que gera a linguagem aceita por M pode ser obtida
através da aplicagdo do Algoritmo 3.17, que especifica as regras de mapeamento de M
em uma série de grafos de expressdes com quantidades sucssivamente menores de estados.
Ao se atingir um grafo com apenas dois estados, a expressao regular correspondente &
linguagem aceita pelo autémato original pode ser inferida trivialmente.
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O algoritmo apresentado a seguir permite a eliminacao sistematica dos estados que
ndo sejam finais ou inicial de um autémato qualquer (ndo-deterministico e com transi¢oes
em vazio, no caso geral). A medida em que esses estados sdo eliminados, criam-se novas
transicoes na forma de expressoes regulares e o autoémato torna-se um grafo de expressoes.

A figura 3.47 representa a contextualizacdo de um estado z a ser eliminado em
um grafo de expressoes. Ela ilustra todas as situacoes que podem ocorrer quando se
consideram os estados precessores e os estados sucessores de z, assim como as transi¢es
entre z e esses estados.

Figura 3.47. Contextualizagcdo de um z estado a ser eliminado

Considera-se, genericamente, que o estado x possui m estados que sdo apenas pre-
decessores (identificados por p; até p,,), n estados que sdo apenas sucessores (g até
qn) € k estados que sdo simultaneamente predecessores e sucessores. O estado z possui,
portanto:

e m + k estados precessores;
e n + k estados sucessores.

Os rotulos das transicoes sdo representados por nomes que identificam o estado de
origem e o estado de destino da mesma. Assim, por exemplo, a transi¢io epz; tem como
origem o estado p; e como destino o estado z, e a transicdo exrg, tem como origem o
estado z e como destino o estado ¢,. A transicdo exz tem como origem e destino o estado
x.

As transi¢oes do grafo de expresdes sdo inicialmente rotuladas da mesma forma que
as transicoes do automato finito correspondente, ou seja, com os simbolos do alfabeto
(para as transi¢bes ndo-vazias), e com com simbolo € (para as transi¢oes vazias).

A eliminagdo de um estado x em um grafo de expressoes (assim como das transi¢oes
que tem o estado z como origem ou como destino) é feita de forma a garantir que a
linguagem aceita pelo automato original nao sofra alteragoes.

Algoritmo 3.17 (Expressao regular <= autoémato) Obiencio de uma expressio
reqular a partir de wm automato finito.

e Entrada: um autémato finito M = (Q, %, 9, qo, F');

e Saida: uma expressao regular r tal que r = L(M);
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e Método:

1. Se |Q|>1,obter M = (Q',%,¢, qo, F') tal que L(M') = L(M) e | Q| = 1:

a)
b)
)

Q — QU{qr};

0 —o6U{(gi,e) = qr)| @i € F};

F'—{qr};

Caso contrario, considerar M’ = M.

2. Para cada um dos estados z € (Q' — {q, qr}), fazer:

a)

Considerar que os estados predecessores, antecessores e respectivas
transicoes associadas ao estado z estejam identificados conforme a

figura 3.47.

Para 1 < i < m, fazer:

i. Paral<j <n,fazer &' — & U{(pi, epriexz*exq;) — ¢;};

ii. Paral <j <k, fazer 6’ « &' U{(p;, epziexz*exrj) — r;};
Para 1 < ¢ < k, fazer:

i. Paral <j <n,fazer &' — &' U{(ri, erz;ezaz*exq;) — ¢;};

ii. Paral <j <k, fazer ' — &' U{(r;, erzexx*exr;) — r;};
Vgi,q € Q,0€ (ZU{e}):

L 6= —{(6i,2) = g}

i 60 —{(z, @) = ¢}

ii. Q' «— Q — {z}.

As novas transicoes geradas através desse processo sdo expressoes regulares sobre o
alfabeto X do autémato original, e englobam as operagoes de concatenacao e fechamento
reflexivo e transitivo. Caso existam duas ou mais transi¢des entre um mesmo estado
de origem um mesmo estado de destino, essas deverao ser substituidas pela expressao
regular que representa a uniao das expressoes originais, conforme indicado na figura 3.48.
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Figura 3.48. Combinacdo de transicdes que partem e chegam de estados
idénticos

O processo de eliminagdo de estados prossegue até que todos os estados que ndo
sejam finais nem inicial tenham sido eliminados. Nessas condicoes, o autémato resultante
terd apenas dois estados e no maximo quatro transi¢oes, conforme a figura 3.49.

Figura 3.49. Autdbmato com dois estados que aceita a linguagem
z*yz" (wr*yz™)

A inspecdo da figura 3.49 permite inferir imediatamente a expressio regular que
representa a linguagem aceita pelo grafo de expressoes, e, conseqiientemente, a linguagem
aceita pelo autoémato finito original: z*yz*(wz*yz*). |
Exemplo 3.41 O autémato da Figura 3.50 reconhece a linguagem:

L={w € {a,b,c}" | wndo contém a subcadeia abc}

Figura 3.50. Autdmato com miltiplos estados finais
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A construgdo de uma expressdo regular que gera a Iinfguagem aceita por M inicia com a
obtencdo de um autdmato equivalente com um (nico estado final, conforme o Algoritmo 3.17. O
resultado é apresentado na Figura 3.51.

Figura 3.51. Autbmato equivalente com um dnico estado
final

A eliminacdo do estado ¢ resulta no grafo de expressdes da Figura 3.52.

Figura 3.52. Grafo de expressbes equivalente, ap6s a elimi-
nacdo do estado ¢

A eliminacdo do estado ¢ resulta no grafo de expressdes da Figura 3.52.
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b,c,a(a | ba)*(c| bb)

e, a(a | ba)*(e|b)

Figura 3.53. Grafo de expressbes equivalente, ap6s a elimi-
nagdo dos estados ¢2 e 1

A analise da Figura 3.53 permite, finalmente, inferir a expressdo regular que representa a
linguagem aceita pelo autémato da Figura 3.50:

(L1 el ala [ ba)" (e | 08)" (el ata] ba)"(c] )

As Figuras 3.54 e 3.55 representam, respectivamente, os grafos de expressdo intermediarios
correspondentes caso a ordem de eliminacio dos estados seja invertida (isto &, primeiro o estado ¢
e depois o estado ¢2).

€| aa*

Figura 3.54. Grafo de expressbes equivalente, ap6s a elimi-
na¢do do estado ¢1

b|c|aa*c]| aa*b(aa*b)*(b| aa*c)

€| aa* | aa*b(aa*b)*(e | aa*)

v

Figura 3.55. Grafo de expressGes equivalente, ap6s a elimi-
na¢do dos estados ¢1 e ¢2
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O resultado obtido & uma expressdo regular equivalente porém diferente da anterior:

(b | ¢ |aa"c|aa™b(aa™ )" (b] aa"c)) (€ | aa” | aa"b(aa™b) (e | aa™))

O

Os resultados apresentados até este ponto sdo suficientes para estabelecer intuitiva-
mente a equivaléncia completa dos conjuntos (expressoes) regulares com as graméaticas
lineares & direita e também com os autdmatos finitos, no que se refere a classe de lingua-
gens que tais dispositivos sao capazes de representar.

A Tabela 3.41 apresenta um resumo que oferece uma visao abrangente das varias
possibilidades de conversao direta entre os diversos formalismos estudados para repre-
sentar as linguagens regulares, conforme discutido nas Se¢des 3.1 a 3.6.

Expressao
regular
(3.11) 0
y (3.12)
Autémato finito < Autémato = Automato sem
deterministico (3.3) finito (3.4) transicoes em vazio
(3.10) T
Y (3.9)
Gramatica < Gramética
linear & direita (3.1) linear & esquerda
(3.7) 1)
3 (3.6)
Conjunto
regular

Tabela 3.41. Visdo geral da equivaléncia dos formalismos e respectivos
teoremas

3.7 Minimizacao de Autématos Finitos

Um importante resultado da teoria dos autématos refere-se & equivaléncia da classe
dos automatos finitos deterministicos com a dos nao-deterministicos, ou seja, néo-
determinismos em autématos finitos em nada contribuem para ampliar a classe de lin-
guagens por eles reconheciveis. Conforme mostrado anteriormente, é sempre possivel
transformar autématos finitos nao-deterministicos que contenham transicoes em vazio
em outros equivalentes, deterministicos, isentos de tais transicoes.

Nesta secao é apresentado talvez o mais importante resultado teérico conhecido
para a classe das linguagens regulares: o da existéncia de autématos finitos determinis-
ticos, minimos e dUnicos, que reconhecem os respectivos conjuntos regulares. Em outras
palavras, pode-se provar que cada conjunto regular é reconhecido por um autémato finito
minimo e tnico. O termo minimo é empregado para designar um autdémato finito que
tenha o niimero minimo possivel de estados.

A importancia desse resultado decorre de uma série de fatores. Em primeiro lugar,
porque foi demonstrado que ele é valido apenas para a classe das linguagens definidas
por autdématos finitos, nao havendo correspondente para outras classes de linguagens; em
segundo lugar, porque ele extrapola o interesse puramente teérico, despertando muito in-



