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ia entre Conjuntos Regulares e Aut�matosFinitosA presente seção examina a equivalên
ia entre as gramáti
as lineares à direita e os aut�-matos �nitos, quando 
onsiderados 
omo alternativas para a representação de linguagensregulares. Tais equivalên
ias estão representadas 
om destaque na Figura 3.31.
Figura 3.31. Equivalên
ia dos formalismos � parte 3Apresenta-se, em seguida, um algoritmo que permite a 
onstrução sistemáti
a deaut�matos �nitos não-determinísti
os diretamente a partir de expressões regulares quais-quer.Teorema 3.11 (Expressões regulares ⇒ aut�matos �nitos) Seja r uma expres-são regular sobre o alfabeto Σ. Então existe um aut�mato �nito M que a
eita a linguagemde�nida por r.Justi�
ativa O aut�mato �nito não-determinísti
o que a
eita a linguagem de�nida porr pode ser obtido através da apli
ação do Algoritmo 3.16, que espe
i�
a as regras demapeamento par
iais que abrangem 
asos triviais de sentenças (itens 1, 2 e 3) e 
adaum dos operadores de união (4), 
on
atenação (5) e fe
hamento (6), 
onforme a própriade�nição das expressões regulares.Algoritmo 3.16 (Expressão regular ⇒ aut�mato) Obtenção de um aut�mato �-nito a partir de uma expressão regular.

• Entrada: uma expressão regular r sobre um alfabeto Σ;
• Saída: um aut�mato �nito M tal que L(M ) = r ;
• Método:1. r = ǫr é a
eita por:

ǫFigura 3.32. Aut�mato que a
eita ǫ
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eita por:
Figura 3.33. Aut�mato que a
eita ∅3. r = σ, σ ∈ Σr é a
eita por:

σFigura 3.34. Aut�mato que a
eita σ4. r3 = r1 | r2, 
om L(M1) = r1 e L(M2) = r2r3 é a
eita por:
ǫ

ǫ

ǫ

ǫ

Figura 3.35. Aut�mato que a
eita r1 | r2As 
adeias a
eitas por M3 
orrespondem àquelas que são a
eitas por M1 etambém àquelas que são a
eitas por M2. Logo, L(M3) = L(M1) ∪ L(M2).5. r3 = r1r2, 
om L(M1) = r1 e L(M2) = r2r3 é a
eita por:
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ǫǫFigura 3.36. Aut�mato que a
eita r1r2As 
adeias a
eitas porM3 
orrespondem àquelas 
ujos pre�xos sejam 
adeiasa
eitas por M1 e 
ujos su�xos sejam 
adeias que sejas a
eitas por M2. Logo,L(M3) = L(M1)L(M2).6. r3 = r∗

1
, 
om L(M1) = r1r3 é a
eita por:

ǫǫǫ ǫ

ǫ

ǫFigura 3.37. Aut�mato que a
eita r∗1M3 a
eita a 
adeia vazia e também a 
on
atenação, em número arbitrário devezes, de quaisquer 
adeias que são a
eitas por M1. Logo, L(M3) = L(M1)
∗.Adi
ionalmente, valem as seguintes regras para os aut�matos M1 e M2 represen-tados nos 
asos (4), (5) e (6):� Os estados originalmente �nais desses aut�matos tornam-se não-�nais na
omposição e se 
omportam apenas 
omo estados de saída do aut�mato;� Conven
iona-se que a entrada dos mesmos é pelo lado esquerdo e a saídapelo lado direito das respe
tivas �guras.
�Exemplo 3.39 Considere-se a expressão regular ab∗ | 
. É possível identi�
ar, nessa expressão, asseguintes linguagens triviais: L1 = a,L2 = b,L3 = 
. Portanto, L1 = L1(M1),M1 =
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eita aL2 = L2(M2),M2 = q21q20 bFigura 3.39. Aut�mato que a
eita bL3 = L3(M3),M3 = q31q30 
Figura 3.40. Aut�mato que a
eita 
Seja L4 = b∗ = L∗2. Então, L4 = L4(M4) 
om M4 igual a:
q42q40 q41 q20 q21 ǫǫ q43ǫ ǫ

ǫ

ǫ

b
Figura 3.41. Aut�mato que a
eita b∗L5 = ab∗ = L1L4. Então, L5 = L5(M5) 
om M5 igual a:
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q42q40 q41 q20 q21 ǫǫ q43ǫ ǫ

ǫ

ǫ

b
q51q11q10 a

ǫ
ǫ

Figura 3.42. Aut�mato que a
eita ab∗Finalmente, L6 = ab∗ | 
 = L5 ∪ L3 = L6(M6) 
om M6 igual a:

q42q40 q41 q20 q21 ǫǫ q43ǫ ǫ

ǫ

ǫ

b
q51q11q10 a

ǫ

q60
ǫ

q30 q31

ǫ q61

ǫ

ǫ

ǫ

Figura 3.43. Aut�mato que a
eita ab∗ | 
Como se pode observar, o aut�mato assim 
onstruído apresenta uma quantidade desne
essa-riamente grande de estados, além de diversas transições em vazio. Este fen�meno, 
omum quando seapli
am métodos 
an�ni
os de 
onstrução de aut�matos, pode ser 
ontornado através da apli
açãodos algoritmos de eliminação de transições em vazio e de estados ina
essíveis, além da apli
ação dealgoritmos de minimização, assunto da Seção 3.7. O aut�mato da Figura 3.44 
orresponde a umaversão equivalente, porém mais 
ompa
ta, ao aut�mato M6 anteriormente obtido.
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q1q0 q2a 

b

Figura 3.44. Outro aut�mato que a
eita ab∗ | 

2É 
omum se 
onsiderar uma simpli�
ação do aut�mato apresentado na Figura 3.37,no qual, ao invés de quatro novos estados, são 
riados apenas dois novos estados, 
omoilustrado na Figura 3.45.

ǫǫ

ǫ

ǫFigura 3.45. Aut�mato alternativo que a
eita r∗1Assim 
omo no 
aso dos aut�matos apresentados nas Figuras 3.35 e 3.36, o aut�matoda Figura 3.37 preserva as funções de transição dos aut�matos originais inalteradas. Oaut�mato da Figura 3.45, por outro lado, exige o a
rés
imo de uma transição em vaziodo (então) estado �nal para o (então) estado ini
ial do aut�mato original, porém produzresultados equivalentes aos obtidos 
om o aut�mato da Figura 3.37.Exemplo 3.40O aut�mato da Figura 3.46 re
onhe
e a linguagem gerada pela expressão regular a∗b∗.
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q0 q1 q2 q3

q7q6q5q4
ǫ a ǫ

ǫ b ǫ

ǫ

ǫ

ǫ

ǫ

ǫ

Figura 3.46. Aut�mato que re
onhe
e a∗b∗
2Um grafo de expressões é uma máquina de estados na qual as transições entreos estados são rotuladas por expressões regulares 
onstruídas sobre um mesmo alfabeto

Σ. Formalmente: N = (Q , Σ, δ′, q0,F )em que:
• Q , Σ, q0 e F são de�nidos 
omo no 
aso dos aut�matos �nitos;
• δ′ : Q × ERΣ → 2Q , onde ERΣ representa o 
onjunto de todas as expressõesregulares que podem ser de�nidas sobre o alfabeto Σ.Note-se que todo aut�mato �nito é, por de�nição, um 
aso parti
ular de um grafode expressões em que as expressões regulares entre os estados são reduzidas aos 
asoselementares σ, ǫ e ∅.De forma similar ao 
aso do aut�mato �nito, de�ne-se a linguagem a
eita por umgrafo de expressões 
omo sendo aquela que é gerada pela união de todas as expressõesregulares que podem ser obtidas pela 
on
atenação das expressões regulares que rotulamalgum 
aminho entre o estado ini
ial e algum estado �nal do grafo.A obtenção sistemáti
a de uma expressão regular que gera linguagem a
eita por umaut�mato �nito pode ser feita através de um método que elimina, um a um, todos osestados do aut�mato que não sejam o ini
ial ou o �nal. Como de
orrên
ia da elimina-ção desses estados, as transições originais são substituídas por expressões regulares quepreservam a linguagem a
eita pelo dispositivo, e o 
orrespondente aut�mato torna-se,�nalmente, um grafo de expressões 
om apenas dois estados.Teorema 3.12 (Expressões regulares ⇐ aut�matos �nitos) Seja M um aut�-mato �nito. Então existe uma expressão regular r que gera a linguagem a
eita porM .Justi�
ativa A expressão regular que gera a linguagem a
eita por M pode ser obtidaatravés da apli
ação do Algoritmo 3.17, que espe
i�
a as regras de mapeamento de Mem uma série de grafos de expressões 
om quantidades su
ssivamente menores de estados.Ao se atingir um grafo 
om apenas dois estados, a expressão regular 
orrespondente àlinguagem a
eita pelo aut�mato original pode ser inferida trivialmente.
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a dos estados quenão sejam �nais ou ini
ial de um aut�mato qualquer (não-determinísti
o e 
om transiçõesem vazio, no 
aso geral). À medida em que esses estados são eliminados, 
riam-se novastransições na forma de expressões regulares e o aut�mato torna-se um grafo de expressões.A �gura 3.47 representa a 
ontextualização de um estado x a ser eliminado emum grafo de expressões. Ela ilustra todas as situações que podem o
orrer quando se
onsideram os estados pre
essores e os estados su
essores de x , assim 
omo as transiçõesentre x e esses estados.p1

pm x q1
qnr1 rk

epx1epxm exq1exqnerx1 exr1 erxk exrk
exx

Figura 3.47. Contextualização de um x estado a ser eliminadoConsidera-se, generi
amente, que o estado x possui m estados que são apenas pre-de
essores (identi�
ados por p1 até pm), n estados que são apenas su
essores (q1 atéqn ) e k estados que são simultaneamente prede
essores e su
essores. O estado x possui,portanto:
• m + k estados pre
essores;
• n + k estados su
essores.Os rótulos das transições são representados por nomes que identi�
am o estado deorigem e o estado de destino da mesma. Assim, por exemplo, a transição epx1 tem 
omoorigem o estado p1 e 
omo destino o estado x , e a transição exqn tem 
omo origem oestado x e 
omo destino o estado qn . A transição exx tem 
omo origem e destino o estadox . As transições do grafo de expresões são ini
ialmente rotuladas da mesma forma queas transições do aut�mato �nito 
orrespondente, ou seja, 
om os símbolos do alfabeto Σ(para as transições não-vazias), e 
om 
om símbolo ǫ (para as transições vazias).A eliminação de um estado x em um grafo de expressões (assim 
omo das transiçõesque tem o estado x 
omo origem ou 
omo destino) é feita de forma a garantir que alinguagem a
eita pelo aut�mato original não sofra alterações.Algoritmo 3.17 (Expressão regular ⇐ aut�mato) Obtenção de uma expressãoregular a partir de um aut�mato �nito.
• Entrada: um aut�mato �nito M = (Q , Σ, δ, q0,F );
• Saída: uma expressão regular r tal que r = L(M );
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• Método:1. Se |Q| > 1, obter M ′ = (Q ′, Σ, δ′, q0,F ′) tal que L(M ′) = L(M ) e |Q| = 1:a) Q ′ ← Q ∪ {qF};b) δ′ ← δ ∪ {(qi , ǫ)→ qF ) | qi ∈ F};
) F ′ ← {qF};Caso 
ontrário, 
onsiderar M ′ = M .2. Para 
ada um dos estados x ∈ (Q ′ − {q0, qF}), fazer:a) Considerar que os estados prede
essores, ante
essores e respe
tivastransições asso
iadas ao estado x estejam identi�
ados 
onforme a�gura 3.47.b) Para 1 ≤ i ≤ m, fazer:i. Para 1 ≤ j ≤ n, fazer δ′ ← δ′ ∪ {(pi , epxiexx∗exqj )→ qj };ii. Para 1 ≤ j ≤ k , fazer δ′ ← δ′ ∪ {(pi , epxiexx∗exrj )→ rj };
) Para 1 ≤ i ≤ k , fazer:i. Para 1 ≤ j ≤ n, fazer δ′ ← δ′ ∪ {(ri , erxiexx∗exqj )→ qj };ii. Para 1 ≤ j ≤ k , fazer δ′ ← δ′ ∪ {(ri , erxiexx∗exrj )→ rj };d) ∀ qi , qj ∈ Q ′, σ ∈ (Σ ∪ {ǫ}):i. δ′ ← δ′ − {(qi , x )→ qj };ii. δ′ ← δ′ − {(x , qi)→ qj };iii. Q ′ ← Q ′ − {x}.As novas transições geradas através desse pro
esso são expressões regulares sobre oalfabeto Σ do aut�mato original, e englobam as operações de 
on
atenação e fe
hamentore�exivo e transitivo. Caso existam duas ou mais transições entre um mesmo estadode origem um mesmo estado de destino, essas deverão ser substituídas pela expressãoregular que representa a união das expressões originais, 
onforme indi
ado na �gura 3.48.
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qi qjxy qi qjx | yFigura 3.48. Combinação de transições que partem e 
hegam de estadosidênti
osO pro
esso de eliminação de estados prossegue até que todos os estados que nãosejam �nais nem ini
ial tenham sido eliminados. Nessas 
ondições, o aut�mato resultanteterá apenas dois estados e no máximo quatro transições, 
onforme a �gura 3.49.

q0 q1yw
x z

Figura 3.49. Aut�mato 
om dois estados que a
eita a linguagemx∗yz∗(wx∗yz∗)A inspeção da �gura 3.49 permite inferir imediatamente a expressão regular querepresenta a linguagem a
eita pelo grafo de expressões, e, 
onseqüentemente, a linguagema
eita pelo aut�mato �nito original: x∗yz∗(wx∗yz∗). �Exemplo 3.41 O aut�mato da Figura 3.50 re
onhe
e a linguagem:L = {w ∈ {a, b, 
}∗ | w não 
ontém a sub
adeia ab
}
q0

q2 q1a
b 
ab
b, 


aFigura 3.50. Aut�mato 
om múltiplos estados �nais



DRAF
T

3 Linguagens Regulares 225A 
onstrução de uma expressão regular que gera a linguagem a
eita por M ini
ia 
om aobtenção de um aut�mato equivalente 
om um úni
o estado �nal, 
onforme o Algoritmo 3.17. Oresultado é apresentado na Figura 3.51.
q0

q2 q1a
b 
ab
b, 


a
q3ǫ

ǫ

ǫ

Figura 3.51. Aut�mato equivalente 
om um úni
o estado�nalA eliminação do estado q2 resulta no grafo de expressões da Figura 3.52.
q0

q1a
, bb
b, 


a, ba
q3ǫ

ǫ, b
Figura 3.52. Grafo de expressões equivalente, após a elimi-nação do estado q2A eliminação do estado q1 resulta no grafo de expressões da Figura 3.52.
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q0b, 
, a(a | ba)∗(
 | bb) q3ǫ, a(a | ba)∗(ǫ | b)Figura 3.53. Grafo de expressões equivalente, após a elimi-nação dos estados q2 e q1A análise da Figura 3.53 permite, �nalmente, inferir a expressão regular que representa alinguagem a
eita pelo aut�mato da Figura 3.50:

( b
︸︷︷︸

| 

︸︷︷︸

| a(a | ba)∗(
 | bb)
︸ ︷︷ ︸

)∗( ǫ
︸︷︷︸

| a(a | ba)∗(ǫ | b)
︸ ︷︷ ︸

)As Figuras 3.54 e 3.55 representam, respe
tivamente, os grafos de expressão intermediários
orrespondentes 
aso a ordem de eliminação dos estados seja invertida (isto é, primeiro o estado q1e depois o estado q2).
q0

q2b | aa∗

b | 
 | aa∗
 q3ǫ | aa∗

ǫ | aa∗

aa∗baa∗b
Figura 3.54. Grafo de expressões equivalente, após a elimi-nação do estado q1

q0b | 
 | aa∗
 | aa∗b(aa∗b)∗(b | aa∗
) q3ǫ | aa∗ | aa∗b(aa∗b)∗(ǫ | aa∗)Figura 3.55. Grafo de expressões equivalente, após a elimi-nação dos estados q1 e q2
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( b
︸︷︷︸

| 

︸︷︷︸

| aa∗

︸︷︷︸

| aa∗b(aa∗b)∗(b | aa∗
)
︸ ︷︷ ︸

)∗( ǫ
︸︷︷︸

| aa∗
︸︷︷︸

| aa∗b(aa∗b)∗(ǫ | aa∗)
︸ ︷︷ ︸

)

2Os resultados apresentados até este ponto são su�
ientes para estabele
er intuitiva-mente a equivalên
ia 
ompleta dos 
onjuntos (expressões) regulares 
om as gramáti
aslineares à direita e também 
om os aut�matos �nitos, no que se refere à 
lasse de lingua-gens que tais dispositivos são 
apazes de representar.A Tabela 3.41 apresenta um resumo que ofere
e uma visão abrangente das váriaspossibilidades de 
onversão direta entre os diversos formalismos estudados para repre-sentar as linguagens regulares, 
onforme dis
utido nas Seções 3.1 a 3.6.Expressãoregular(3.11)
⇓

⇑(3.12)Aut�mato �nitodeterminísti
o ⇐(3.3) Aut�mato�nito ⇒(3.4) Aut�mato semtransições em vazio(3.10)
⇓

⇑(3.9)Gramáti
alinear à direita ⇔(3.1) Gramáti
alinear à esquerda(3.7)
⇓

⇑(3.6)ConjuntoregularTabela 3.41. Visão geral da equivalên
ia dos formalismos e respe
tivosteoremas3.7 Minimização de Aut�matos FinitosUm importante resultado da teoria dos aut�matos refere-se à equivalên
ia da 
lassedos aut�matos �nitos determinísti
os 
om a dos não-determinísti
os, ou seja, não-determinismos em aut�matos �nitos em nada 
ontribuem para ampliar a 
lasse de lin-guagens por eles re
onhe
íveis. Conforme mostrado anteriormente, é sempre possíveltransformar aut�matos �nitos não-determinísti
os que 
ontenham transições em vazioem outros equivalentes, determinísti
os, isentos de tais transições.Nesta seção é apresentado talvez o mais importante resultado teóri
o 
onhe
idopara a 
lasse das linguagens regulares: o da existên
ia de aut�matos �nitos determinís-ti
os, mínimos e úni
os, que re
onhe
em os respe
tivos 
onjuntos regulares. Em outraspalavras, pode-se provar que 
ada 
onjunto regular é re
onhe
ido por um aut�mato �nitomínimo e úni
o. O termo mínimo é empregado para designar um aut�mato �nito quetenha o número mínimo possível de estados.A importân
ia desse resultado de
orre de uma série de fatores. Em primeiro lugar,porque foi demonstrado que ele é válido apenas para a 
lasse das linguagens de�nidaspor aut�matos �nitos, não havendo 
orrespondente para outras 
lasses de linguagens; emsegundo lugar, porque ele extrapola o interesse puramente teóri
o, despertando muito in-


